Physik IV 2010 - Ubung 9

14. Mai 2010

1. Harmonischer Oszillator und Grundzustandsenergie

(a)

Der Grundzustand der Wellenfunktion eines harmonischen Oszilla-
tors (Potential U(z) = imw?z?) ist durch

ole) = Cemo'l?

gegeben. Zeigen Sie, dass diese Wellenfunktion eine Losung der zeit-
unabhéngigen Schrodingergleichung darstellt und berechnen Sie so-
wohl die Normierungskonstante C' als auch die Grundzustandsener-
gie E[).

Berechnen Sie die quantenmechanische Unschérfe des Orts Az und
des Impulses Ap im Grundzustand und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der Heisenberg’schen Unschérferelation.

Ein Pendel mit einer Masse von 1 g am Ende eines masselosen Fa-
dens der Léange 250 mm oszilliert mit einer Frequenz von w = /g/!.
Wie gross ist die quantenmechanische Grundzustandsenergie? Wie
leicht konnen diese Oszillationen detektiert werden?

Das Pendel schwingt mit einer kleinen Amplitude, bei der sich die
Masse maximal 1 mm oberhalb seiner Gleichgewichtsposition be-
findet. Wie lautet die entsprechende Quantenzahl?

2. Harmonischer Oszillator II.

(a)

Der Vernichtungsoperator eines harmonischen Oszillators der Masse
m und Kreisfrequenz w mit Potential V' (z) = %mw%Q ist durch
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(mwz + ip)

gegeben. Zeigen Sie, dass die Relation [a,al] = 1 gilt.
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(b) Berechnen Sie durch Anwendung des Erzeugungsoperators ausge-
hend vom Grundzustand

1/4 )
dolw) = (=) et

I3
den ersten angeregten Zustand (). 1]
(¢) Wie lautet der Erwartungswert der Energie O = hw(f + 1/2) mit
dem Teilchenzahloperator 7 = a'a fiir den Zustand ), (x)? 3]

(d) Ein harmonische Oszillator mit einer Frequenz von v = w/(27) =
10 GHz befinde sich im Superpositionszustand i (z, tg) = (2¢(2) +
¥1())/v/5. Geben Sie einen Ausdruck fiir die Zeitentwicklung ¢ (z, t)
des Systems an und berechnen Sie, nach welcher Zeit das System
wieder in den Anfangszustand ¢ (x, to) zuriickkehrt. 3]

3. Das Wasserstoffatom. > 2

(a) Wie dndert sich (unter Vernachldssigung der Spin-Bahn Kopplung)
die Gesamtenergie des Elektrons im freien Wasserstoffatom in Ab-
héngigkeit von [ und m; fiir fixes n? Geben Sie die moglichen Werte
von [ und m; an. Welche Bedeutung haben n, [ und m;? (3]

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert der Gesamtenergie
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des 15 und des 2p Zustandes und ermitteln Sie die Ubergangsfrequenz

zwischen diesen beiden Zustianden. Verwenden Sie dazu die Wellen-

funktion ¥um(r, 0, ¢) = Ru(r)Yim (0, ¢) mit
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4. Bahndrehimpuls im Wasserstoffatom

(a)

(b)

Berechnen Sie den Bahndrehimpuls ]E | eines Elektrons im Wasser-
stoffatom fiir Zustédnde mit [ = 3 und skizzieren Sie die moglichen
magnetische Quantenzahlen in einem Vektordiagramm.

Ahnlich zu den Leiteroperatoren des harmonischen Oszillators las-
sen sich auch Drehimpuls-Leiteroperatoren durch Ly=1,+ if/y
definieren. Leiten Sie die Kommutatorrelation [ﬁz, f/i] her und be-
nutzen Sie diese, um die Giiltigkeit der folgenden Gleichung zu zei-
gen:

L.Ly=L.L,+hL..
Nehmen Sie an, dass ¢,,, ein Eigenzustand zum Operator L, mit
Eigenwert fum; ist. Beniitzen Sie die obigen Gleichungen um zu zei-

gen, dass die Zustdnde Li¢ml Eigenzusténde von L, zum Eigenwert
R(m; £ 1) sind.
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