7. Grundlagen der Quantenmechanik
Erfolge des Bohr-Modells:

o Erklarung grundlegender Eigenschaften des Spektrums des Wasserstoff-Atoms unter Annahme der
Existenz von Materiewellen
o erklart auch Wasserstoff-dhnliche Einelektron-Atome

Bohr-Modell reicht nicht aus zur Erklarung:
o der Einzelheiten des Spektrums des Wasserstoff-Atoms
= relative Intensitdten von Spektrallinien
» Aufspaltung der Spektrallinien in elektrischen/magnetischen Feldern
o von einfachen Mehrelektron-Atomen (z.B. Helium: 2 Elektronen ein Kern)
o der Struktur des periodischen Systems der Elemente
o der Bindung zwischen einzelnen Atomen
o der physikalischen oder chemischen Eigenschaften von einzelnen Atomen

1925-26: Entwicklung der Quantenmechanik

o Erwin Schrédinger, Werner Heisenberg, Max Born, Paul Dirac und andere entwickeln einen
weiterfihrenden Ansatz um die Eigenschaften von mikroskopischen Systemen (z.B. Atomen) zu
erklaren: Die Quantenmechanik.

o Ziel: Entwicklung einer Theorie, die die Welleneigenschaften von Teilchen korrekt beschreibt:

schon bis in die 1930er Jahre:
o eine grosse Anzahl von Beobachtungen und Experimenten in der Physik und der Chemie kbnnen mit
Hilfe der Quantenmechanik erklart werden
o bis heute hat noch kein Experiment den Vorhersagen der Quantenmechanik widersprochen
o die Quantenmechanik ist eine der erfolgreichsten Theorien Uberhaupt
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Vorschau: Die grundlegenden Postulate der Quantenmechanik

1. Postulat: Der quantenmechanische Zustand eines abgeschlossenen Systems lasst sich vollstandig durch
eine normierte, komplexe Wellenfunktion y beschreiben.

2. Postulat: Die Dynamik eines abgeschlossenen quantenmechanischen Systems wird durch die Schrodinger-

Gleichung A
i (}C ¢ = Hy

beschrieben, wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist.

3. Postulat: In der Quantenmechanik werden Messungen durch Operatoren M beschrieben, die auf die
Wellenfunktionen y wirken. Der Mittelwert (Erwartungswert) einer Messgrésse fur ein quantenmechanisches
System im Zustand w ist gegeben durch

YR

Die mdglichen Ergebnisse einzelner Messungen der zum Operator M gehdrenden Messgrosse sind die
Eigenwerte m, des Operators mit den Quantenzahlen n und den zugehdrigen Eigenfunktionen

“\(, (f/M = MM({/M

4. Postulat: Der quantenmechanische Zustand  eines aus n Teilsystemen bestehenden Gesamtsystems
wird durch ein Tensor-Produkt der Wellenfunktionen ; der Teilsysteme beschrieben.

Y- L(JL®LHZ®Q(/2,®'“@cﬁw

siehe auch: Kapitel 9, Haken & Wolf; Kapitel 5, Beiser; Kapitel 2, Nielsen & Chuang
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7.1 Die Wellenfunktion

allgemeine Einfuhrung einer komplexen Wellenfunktion y zur Beschreibung der quantenmechanischen

Eigenschaften eines Teilchens
W = A xS S PR

Das Quadrat des Betrags von y ausgewertet an einer gegebenen Koordinate x ist proportional zur
Wahrscheinlichkeitsdichte P das Teilchen an dem Ort x zur Zeit t zu finden

R R PR TR SE

w#*ist die zu w komplex konjugierte Wellenfunktion

th- ATz
ebene Welle
\Vm/\
. i _ AAN R A
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

—‘_DK
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Eigenschaften der Wellenfunktion w
Normierung der Wellenfunktion: Fir ein Teilchen mit gultiger Wellenfunktion y und

Wahrscheinlichkeitsdichte | ]2 muss die Gesamtwahrscheinlichkeit das Teilchen an einem beliebigen Ort
im Raum zu finden gerade gleich 1 sein. Dann ist die Wellenfunktion normiert.

ooy = (pav =% =\

die Wellenfunktion yist eineindeutig und stetig

die Ableitungen der Wellenfunktion y sind ebenfalls eineindeutig und stetig

2 of oF
'—DK(?)@[’DZ"

raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens (in einer Dimension):

Q}( N SL}‘HZ A

1 %
Wellenpaket ‘

Wﬂx\A

o
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7.1.1 Teilchen in einem Potentialtopf

ein weiteres Beispiel zur LOsung eines guantenmechanischen Problems mit dem Postulat der Materiewellen

betrachte ein einzelnes Teilchen (z.B. ein Elektron) in einem 1D Potentialtopf

die Bewegung des Teilchens entlang der x- // 57

Richtung ist durch harte Wande in den Infinitely high

Positionen x = 0 und x = a eingeschrankt / potential barriers /
7 .

diese Tatsache wird durch eine Potential U mit . .
. £ / \
U=0fiir 0 <x<aund U = an allen tibrigen reéitggden ? % ’::s;%gde"

Orten beschrieben

betrachte Teilchen als Materiewelle 7 / // /
/4 .

A
0 a
lex ~ wt

fur freies Teilchen: L{} = A E/\( K )

E=-ho =i
de Broglie - '{Z K = W

v S
klassische Beziehung zwischen Energie und Impuls

2 — !
€ = P/Z”’"o > P~z 2 an (=
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e mogliche dem Impuls p zugeordnete Werte des Wellenvektors k

6("%’ t‘aJ\ZME(

e stehende Welle als Superposition zweier Materiewellen

: . Tt
-1 A
%b‘,*‘) = (C' 6”” = C, e < )
~teot
~ ‘P(KS e_ v .

e Randbedingungen fur Materiewelle im Potentialtopf

1
/
/] %
JEq L/
o) =0 C.+C, =0 g /
{ (o) 7\ /
S {1 = 2t C, simllc) 7 ;
% 7
‘€<C‘*\) = O =) g(-"" [(Q =0 ; ?
=4 E, L/
o
0 a

e Energie des Teilchens mit dieser Quantisierungsbedingung:

P
c . Q .’£> (
-~ q 44'—? AZ\B‘L(‘[\.-

2m,
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Bestimmung der Konstanten Cy:

. . . . K
Normierungsbedingung: S ((/ () %(;‘3 A K

|

= C\'a \E;

e zur Quantenzahl n gehdrende Wellenfunktion:

' w
¢ < JEigm(mx T
M oL (a7

]

Uberlagerung zweier k-Vektoren mit unterschiedlichem o
Vorzeichen also zweier Impulse p mit unterschiedlicher
Richtung
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7.1.2 Quantenpunkte: Elektronen im Potentialtopf SOURCE

Aufbau: o kleine metallische oder halbleitende Insel fir
Elektronen
o diskrete Elektron-Energieniveaus
o Kopplung an Elektronen-Quelle (source) oder
Senke (drain) durch Tunnelkontakte
o Kopplung an Gatter-Elektrode zur Einstellung der
Anzahl Elektronen

s Sl

verschiedene physikalische Realisierungen von Quantenpunkten:

single molecule  self-assembled lateral QD

.y
.l' f'u,_'k“
o i~

nanotube

i3

Aluminum

SigNg

e ulNe
metallic =
nanoparticle

vertical QD nanowire
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Elektrostatisch definierte Quantenpunkte in
zweidimensionalen Elektronengasen (2DEG)

Isolierung einzelner Elektronen auf einem Chip
elektrische Kontrolle einzelner Elektronen
elektrische Messung einzelner Elektronen

gate

depleted region in 2DEG
Ohmic contact to 2DEG

Al,Ga,  As

2DEG—
GaAs
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7.2 Erwartungswerte

alle Informationen tber ein Teilchen sind in seiner Wellenfunktion y enthalten

wir wissen bereits wie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens an einem Ort mit einer
gewissen Koordinate bestimmt wird

um andere experimentell erfassbaren Grossen zu bestimmen werden Erwartungswerte berechnet

Beispiel aus der klassischen Physik:
Schwerpunkt einer Ansammlung von N Teilchen mit jeweils N; Teilchen bei der Koordinate x;

_ Nk #¥%, ¢ & Ny K, 2 X P
X = — < —
Pt 2t 0, Z N,
Quantenmechanischer Erwartungswert des Ortes:
- | Ko & e & Pk 501,
fir ein einzelnes Teilchen, das & _ P_‘_"_\_/__fﬁ—f’" - =0
sich mit der Wahrscheinlichkeit p .- 2 e, 20,
pi an der Position x;befindet ‘
. 4 2 .
bt e, = ICPI{ oL)(; b |¥(x)|” «— Weight
. L \LV L A :
Im kontinuierlichen Grenzfall _ X \ X M

{1 ol

v

Allgemeiner: Erwartungswert einer Grésse G(x) (die kein Operator ist)

<C§n(k)7 = \ & () \LP\Lon

x|
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Erwartungswert des Impulses

betrachte Wellenpaket

N

_ 1
V) = J CCp T

~ o9

und die Zerlegung der Wellenfunktion y nach ebenen Wellen

lc(p)|? dp entspricht der Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit Impuls

p im Intervall p + dp zu finden

Mittelwert des Impuls p

[N

7o) plewmiTap

s

e

s
- P

dp /\

ol

Problem: zur Berechnung des Mittelwertes des Impulses
muss die Zerlegung der Wellenfunktion y(x)nach ebenen
Wellen mit Impuls p bekannt sein.

Einfacherer Losungsansatz fir eine beliebige Wellenfunktion yx)

5 ] P58 P ax- Je(E2) ¢ as

,0

e

Impulsoperator
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7.3 Operatoren fir den Impuls p und die Energie E und ihre Erwartungswerte

e Ableitung der Wellenfunktion y eines freien Teilchen nach dem Ort x und der Zeit ¢

CixH = /4 a—'}E(Ef )
?b%='p‘(’ = PP =~

T
P _leg 5 E¥ - 2y
>t b

Quantenmechanische Operatoren:

A < N
Impuls/Orts-Operator: P = " Sk ) * = K
NI
Energie-Operator: Ig = A% r§7;
! A A gz A
. A ' .
Gesamtenergie-Operator: E = Eu, +h ""'\Lt Eu:,,,; 2 JU(;) = (Acg
12 A
_ L b =M
21,
Schrodinger-Gleichung folgt aus dem Hamilton- Z ‘j‘
Operator und dem Gesamtenergie-Operator ((/ — CF + U ((j
durch Multiplikation mit der Wellenfunktion %{' m Ok
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7.3.1 Erwartungswert eines beliebigen Operators O
£
(6D = _g " 3 ¥ Ax

7.3.2 Beispiel: Erwartungswert des Impulses eines freien Teilchens

N
(p) = X&v‘“(-\t%)ﬁvo\x it PeAe
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7.3.3 Beispiel: Orts- und Impuls-Erwartungswerte ftr ein Teilchen im Potentialtopf

L L
o Erwartungswert des Ortes <x> (<D = \ W\EK t{/ Ax = Vi é’S & mT oA x = l_;
d 5 L
T P
. N < \ 2 . o
e Erwartungswert des Impuls <p> (P> = S % Sim '": ( yr ‘B_.K» SM"’—LX d x
O
L
MLy ~TX AT X -
I.t ‘h—'Lz' S S L (Os w JK O
O

Der Impuls-Erwartungswert verschwindet. Warum?

e aus bekannter Energie E = p2/2m erwarteter Impuls p

- M|
o L
X _
: =
e mittlerer Impuls P = “ O = O
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7.4 Die Schrodinger-Gleichung

die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik
e (in den bis jetzt diskutierten Fallen) eine Wellengleichung flr Materiewellen (gilt aber auch allgemeiner)

e sie wird postuliert und lasst sich nicht herleiten
(wie andere grundlegende Gesetzmassigkeiten: Hauptsatze der Thermodynamik, Newtonsche
Bewegungsgleichung, ...)

Erinnerung: Verwendung von Wellengleichungen in der Mechanik, Elektrodynamik etc.

Hier: Bestimme die fundamentale Differentialgleichung fur welche die Wellenfunktion die quantenmechanischen
Teilcheneigenschaften korrekt beschreibt.

betrachte die Wellenfunktion eines freien Teilchens (in einer Dimension) gegeben durch eine ebene Welle
entlang der x-Richtung mit Ausbreitungsgeschwindigkeit v =1 v

X - - =
i £ -~ = -—Lu:(dt
(( ~ /4 o ¢ ( V> - /4_ a }:)
vund A ausgedrickt in Energie E und Impuls p

c=hye . P~ W

L

somit \z/ _ A é/'*

mit der reduzierten Planck-Konstanten T,, - —

~
(Et - pa)

st\~
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7.4.1 Begrundung der Struktur der Schrédinger-Gleichung:

¢ finde Wellengleichung fir v durch Differentiation der Wellenfunktion fir ein freies Teilchen ywnach dem Ort x ...

Qlcf, = 2 2 X"
.. und nach der Zeit t

‘ L
) 32  Et- ik

- =

o - S
>4 T -

fur ein nicht-relativistisches Teilchen (v < ¢) ist die Gesamtenergie gegeben durch

7
- B -\—u(x(-()

2w

(T

Multiplikation mit y

EY = fz;uay F Ao g) ¥

Ersetzen der Ausdrtcke fur E und p

’L u dies ist die zeitabhangige
r Uext) Schrodinger-Gleichung
LF 2 som C)K &() Q{J in einer Dimension (1D)
kinetische potentielle
Energie Energie

fur U = 0 beschreibt sie ein freies Teilchen
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e in drei Dimensionen (3D):

2

t‘%‘*% =_E\’M(‘zz+‘b9 >W‘LU‘( 72#)%

-

._q

V =A Laplace-Operator

Bemerkungen:

e das Potential U beschreibt alle externen Krafte auf das Teilchen

e durch L6sung der Schrodinger-Gleichung kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Teilchens aus der
Wellenfunktion w fur jeden Ort x und jede Zeit t bestimmt werden.

Nocheinmal:

¢ Die Schrodinger-Gleichung ist ein Postulat.

e Quantenmechanische physikalische Effekte, die in Experimenten beobachtet werden, sind exzellent durch
diese Gleichung beschrieben.

e Es gibt keine formale Herleitung fur diese Gleichung
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7.4.2 Die zeitunabhéangige Schrddinger-Gleichung

in vielen Problemen der Quantenmechanik hangt das Potential U nicht explizit von der Zeit t ab
in diesen Fallen lasst sich die Schrodinger-Gleichung vereinfachen

fur die Wellenfunktion eines freien Teilchens gilt zum Beispiel:

Lige- _LEE L opx _LEt
W(Mﬂ = e o (€67 P = e " Q,“p = e " (//CK)

es stellt sich heraus, dass die Wellenfunktion fir alle zeitunabh&ngigen Probleme auf diese Art und
Weise separiert werden kann

Die Schrddinger-Gleichung lautet dann

2

2
T 2{. UK(Ka*B - "%:n%cl %(Kﬁj t (&(*>C(L(?€('(>

1l

S EE -~ ¢ 65 O LEL i
= Gy e WL 5 LR ZL 99) f 5 Lo By

— ‘tlz' (91“ (o
= (E—(A\>~3>W(>«7 + Z;g?z%’(k?
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in drei Dimensionen (3D)

Eine solche zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung kann eine oder mehrere Losungen y besitzen.

Die zu den verschiedenen Ldsungen y;gehdrenden Energien E; erklaren auf nattrliche Art die Quantisierung
der Energie, die in stabilen zeitunabhangigen Systemen experimentell beobachtet wird

7.4.3 Der Hamilton-Operator

Der Gesamtenergie-Operator E eines quantenmechanischen System kann mittels des Impuls p und des
potentiellen Energie-Operatoren U ausgedrickt werden

L 52
= . £ - — -
E o T ey + Uy H

Dieser Operator wird dann der Hamilton-Operator H des Systems genannt.

L& O
zeitabhangige und ... 1‘& - ‘*(’ = Q “F

... zeitunabhéangige Schradinger-Gleichung QLF - = U{

07. Quantenmechanik Page 19



7.4.4 Teilchen in einem Potentialtopf geldst mit der Schrodinger-Gleichung

ein einfaches Beispiel zur Anwendung der Schrodinger-Gleichung

e betrachte ein einzelnes Teilchen (z.B. ein Elektron) in einem 1D Potentialtopf (3D in den Ubungen),

Eigenschaften des Potentials U: oo | |

e die Bewegung des Teilchens entlang der x-Richtung ist durch U
harte Wande in den Positionen x = 0 und x = L eingeschrankt

e diese Tatsache wird durch eine Potential Umit U=0flirO<x <L
und U = « an allen tbrigen Orten beschrieben
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Bestimme die Wellenfunktion wdes Teilchens im Potentialtopf durch L6sung der zeitunabhangigen
Schrodinger-Gleichung

e gewoOhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fir v

— {ZZ (z (‘l/ = E bK "9(‘ OCXCL

21 OK®

e allgemeine L6sung:

2 & G E
({/= AQ'W};A——E*K + B cos %*x

e Randbedingungen w=0flrx<0und x > L:

Yy =© - &=0

Yib=0 = 2”_;5 L s o7
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erlaubte Energien E, eines Teilchens mit der Quantenzahl n in einem Potentialtopf

PA
PR

£ - Jor - 22

m g |5

die unnormierte Wellenfunktion y» zur Quantenzahl n

Normierungsbedingung

normierte Wellenfunktion y

2

w AL
Yy
- \2 ' v
k(//u TN Stn L
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Abbildung der Wellenfunktion flr verschiedenen Hauptquantenzahlen n:

- Wellenfunktionen y, - zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichten | yn|?

s |,J,3|2/\/\/\

. !d}‘zp/\/\

Bemerkungen: - Wahrscheinlichkeitsdichten hangen stark von n ab
- n = 1: h6chste Wahrscheinlichkeitsdichte im Zentrum (x = L/2)
- n = 2. niedrigste Wahrscheinlichkeitsdichte im Zentrum
- klassisch Wahrscheinlichkeitsdichte ist konstant
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7.5 Eigenfunktionen und Eigenwerte von Operatoren:

wir betrachten einen quantenmechanischen Operator O
e wenn flr diesen folgende Gleichung gilt:

E\D‘VM = o,,q‘ﬂq

dann ist y, eine Eigenfunktion des Operators O mit dem Eigenwert o
eine solche Gleichung wird Eigenwertgleichung genannt
sie ist die Bestimmungsgleichung fir die Wellenfunktion

7.7.1 Impuls-Eigenfunktionen
AL A . P
Eigenwertgleichung flr den Impuls p Q \(}m = P WM ot P = - tt T<

Beispiel: Impuls-Eigenfunktionen fir das Teilchen im Potentialtopf

+‘t/&t‘1T?<
s Eigenfunkti V- = [F o ©
Impuls Eigenfunktionen P R 7
Impuls-Eigenwerte % - T D
an -7 L

Energie-Eigenfunktionen des Teilchens im Potentialtopf sind offensichtlich keine Impuls-Eigenfunktionen.
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7.6 Die Quantenmechanische Messung

betrachte Wellenfunktion yx, die Eigenfunktion des Operators A mit Eigenwert a, ist.

/1\({//14 QC(M%M

Bestimme den Erwartungswert des Operators A, d.h. den Mittelwert der zu A gehérenden Messgrosse, wenn
sich das quantenmechanische System im Zustand y, befindet.

A = 5%,*/2\\% AX = o, j‘f/ftlotx

In diesem Fall entspricht der messbare Erwartungswert <A> gerade dem Eigenwert a,von A.

Postulat:
Wenn eine physikalische Grosse, die zu einem Operator A eines quantenmechanischen Systems
gehdrt, gemessen wird, dann ist das einzig mogliche Messresultat einer der Eigenwerte anvon A.

Die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung ist eine Eigenwertgleichung fir den Hamiltonoperator H.
A

HL\JA.; EM(Cq

Die sogenannten Eigen-Energien E, des durch den Hamilton-Operator H beschriebenen Systems entsprechen
gerade den quantisierten moglichen Energien des Systems
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7.7 Gleichzeitige Eigenfunktionen, Messbarkeit und Kommutatoren

Wann lassen sich zwei durch Operatoren reprasentierte physikalische Grossen einer Wellenfunktion
gleichzeitig beliebig genau messen?

betrachte zwei Operatoren A und B mit gleichzeitigen Eigenfunktionen y, und Eigenwerten a, und by

A = a, .

ﬁ gﬁv - %”" SDM

berechne Differenz zwischen zwei Messungen mit vertauschter Reihenfolge (A dann B und B dann A)
wende A auf die zweite Gleichung und B auf die erste Gleichung an und subtrahiere sie voneinander

QA

A¢ - BAY = LAY ~ 2.3y

Y » M
= (bMQM~0(MbM> %‘1 = O
Kommutator Relation

(At -33)¢ ~[AB1¢ = o

Wenn eine solche Relation fur die Operatoren A und B gilt, dann existieren gleichzeitige Eigenfunktionen g, und
die Eigenwerte von A and B kdnnen gleichzeitig beliebig genau gemessen werden.
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7.7.1 Beispiele fir Kommutatoren

e Impuls und kinetische Energie [ ]
Pr ' 2

e Ortund Impuls EQ \6‘:\ = 1 h

dies ist die Heisenbergsche Vertauschungsrelation:
Ort und Impuls lassen sich nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmen

Wenn die Kommutator-Relation

(ABY ¢, +o0

fur zwei Operatoren A und B gilt, so gibt es keine gemeinsamen Eigenfunktionen y;, der beiden Operatoren und
die zugehdrigen Messgrossen kdnnen nicht gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit bestimmt werden.

07. Quantenmechanik Page 27



7.8 Das Superpositionsprinzip in der Quantenmechanik
die Schrodinger-Gleichung ist linear in der Wellenfunktion y

sie enthalt keine Ausdriicke hoherer Potenzen von  oder ihrer Ableitungen

sind w7 und w2 Lésungen der Schrodinger-Gleichung, so sind auch ihre Superpositionen (Uberlagerungen)

Losungen der selben Gleichung
LV OLLLV‘ + QL(-[/L- /111\'6 ’qJZ'\'(C(-L\L: (

fl

as und az sind komplexe Koeffizienten

das Superpositionsprinzip gilt fir Materiewellen und auch allgemeiner fur beliebige quantenmechanische
Zustande

das Superpositionsprinzip ist verantwortlich fir die in der Quantenmechanik beobachteten Interferenzeffekte

formales Beispiel:
\Z

- YR - (@ hal ) ()

. . 3
von nur einer Wellenfunktion _ » ¥ X (P
abhangende Terme SR X \V' ({J( + Az z 2 Cﬁz

von beiden Wellenfunktionen + q} C\L({’f (PZ, +r O lqz* K(/ \Pl’(‘
abhangende Interferenzterme |
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